РГТУИП, теория вероятностей, занятие 1, 19 февраля

РГТУИП

Занятие № 1.

Тема:

Что изучает и когда возникла теория вероятностей
Историческая справка : 

Исторически теория вероятностей возникла как теория азартных игр (рулетка, игральные кости, карты и т.д.). в конце 17 века. Начало её развития связано с именами Паскаля, Бернулли, Муавра, Лапласа, а позднее (начало 19 века ) – Гаусса и Пуассона. 
Первые исследования по теории вероятностей в России относятся к середине 19 века и связаны с именами таких выдающихся математиков, как  Н.И. Лобачевский, М.В. Остроградский, В.Я. Буняковский (одним из первых издал учебник с приложениями в страховом деле и демографии).
Дальнейшее развитие теории вероятностей (конец 19 и двадцатые годы 20 века) в основном связано с именами русских учёных Чебышева, Ляпунова и Макарова. С 30-х годов 20 века этот раздел математики переживает период расцвета, находя приложения в различных областях науки и техники. В это время российские учёные Бернштейн, Хинчин и Колмогоров вносят существенный вклад в развитие теории вероятностей. Именно Колмогоров в возрасте 30 лет в 1933 году предложил аксиоматическое построение теории вероятностей, установив её связь с другими разделами математики (теорией множеств, теорией меры, функциональным анализом). 
Теория вероятностей является разделом математики, в котором изучаются математические модели случайных экспериментов, т.е. экспериментов,  исходы которых нельзя определить однозначно условиями проведения опыта. При этом предполагается, что сам эксперимент может быть повторен (хотя бы в принципе) любое число раз при неизменном комплексе условий, а исходы эксперимента обладают статистической устойчивостью. 
Понятие случайного эксперимента

Примеры случайных экспериментов:

1. Однократное подбрасывание монеты. 

2.Однократное подбрасывание игральной кости.

3. Случайный выбор шара из урны.
4. Измерение времени безотказной работы электрической лампочки.

5. Измерение числа вызовов, поступающих на АТС за единицу времени. 

!!! Эксперимент является случайным, если нельзя предсказать исход не только первого опыта, но и всех дальнейших. Например, проводится некоторая химическая реакция, исход которой неизвестен. Если её один раз провести и получить определённый результат, то при дальнейшем проведении опыта в одних и тех же условиях случайность исчезает. 

Примеров такого рода можно привести сколь угодно много. В чём же состоит общность опытов со случайными исходами? Оказывается, несмотря на то, что результата каждого из перечисленных выше экспериментов предсказать невозможно, на практике для них уже давно была замечена закономерность определённого вида, а именно: при проведении большого количества испытаний наблюдённые частоты появления каждого случайного события стабилизируются, т.е. всё меньше отличаются от некоторого числа, называемого вероятностью события.
Наблюдённой частотой события А (
[image: image1.wmf]A

V

)называется отношение числа появлений события А (
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) к общему числу испытаний (N):
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Такое свойство устойчивости частоты позволяет, не имея возможности предсказать исход отдельного опыта достаточно точно прогнозировать свойства явлений, связанных с рассматриваемым опытом. Поэтому методы теории вероятностей в современной жизни проникли во все сферы деятельности человека, причём не только в естественнонаучные, экономические, но и гуманитарные, такие, как история, лингвистика и т.д. На этом подходе основано статистическое определение вероятности. 
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 (наблюденная частота события стремится к его вероятности при  росте количества опытов, то есть при n 
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Однако определение вероятности через частоту не является удовлетворительным для теории вероятностей как математической науки. Это связано с тем, что практически нельзя провести бесконечное число испытаний и наблюдённая частота  меняется от опыта к опыту. Поэтому А.Н. Колмогоров предложил аксиоматическое определение вероятности, которое принято в настоящее время (см. занятие 2).
Практическое применение методов теории вероятностей заключается в пересчёте вероятностей «сложных» событий  через вероятности «простых событий». Например, вероятность выпадения герба при однократном подбрасывании правильной монеты равна ½ (к этому  числу стремится наблюдённая частота выпадения герба при большом количестве бросаний). Требуется найти вероятность того, что при двух бросаниях правильной монеты выпадет 2 герба. Ответ на этот вопрос даёт следующая формула теории вероятностей 
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0.375 (т.е такое событие бывает в 37,5 % случаев при 2 –ух бросаниях правильной монеты). Она называется формулой Бернулли и будет нами изучена в дальнейшем. 
Характерной особенностью современной теории вероятностей является тот факт, что несмотря на свою практическую направленность, в ней используют новейшие разделы почти всех разделов математики. 
Определение 1.1: Элементарным исходом (или элементарным событием) называют любой простейший (т.е. неделимый в рамках данного опыта) исход опыта. Множество всех элементарных исходов будем называть пространством элементарных исходов. 
Другими словами, множество элементарных исходов образует пространство элементарных исходов, если выполнены следующие условия, если выполнены следующие требования:
- в результате опыта один из элементарных исходов обязательно происходит

-появление одного из элементарных исходов исключает появление остальных

-в рамках данного опыта нельзя разделить элементарные исходы на более мелкие составляющие

В дальнейшем пространство элементарных исходов будем обозначать большой греческой буквой 
[image: image8.wmf]W

. Сами элементарные исходы обозначают маленькой буквой 
[image: image9.wmf]w

. 
Пример построения пространства элементарных исходов: 

Рассмотрим следующий случайный эксперимент: однократное подбрасывание игральной кости, наблюдаем число очков выпавших на верхней грани.  Построим для него пространство элементарных исходов:

Неправильное построение:
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 -Не хватает 
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Неправильное построение:
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 - Появление исхода 
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 означает появление исхода 
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 и т.д.

Неправильное построение: 
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исходы делимы, выпадение нечётной грани=
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Правильное построение 
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 -содержит все варианты, появление каждого варианта исключает появление остальных, все варианты неделимы.  
Пространство элементарных исходов (типы и примеры к каждому типу):

Рассмотрим следующую схему


Дискретные пространства – это пространства, в которых можно выделить отдельные исходы. В дискретных конечных можно точно указать их число, в дискретных счётных их можно занумеровать, т.е. каждому приписать номер. Непрерывные пространства элементарных исходов  характеризуются тем,  что исходы перенумеровать и перечислить нельзя (это отрезки, двумерные области, трёхмерные области и т.д.). Попробуйте перечислить все точки с отрезка????
Конечные дискретные содержат конечное число элементов, т.е. 
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 означает число элементов, входящих в множество 
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Примеры дискретных конечных пр-в элементарных исходов:
1. Эксперимент: однократное подбрасывание монеты 
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Можно включить в пр-во э.и. вариант падения монеты на ребро, но мы его исключаем из модели как маловероятный (каждая модель – это некоторое приближение)

Если монета правильная, т.е. у неё везде одинаковая плотность и несмещённый центр тяжести, то исходы «герб» и «решка» имеют равные шансы на появление. Если у монеты смещён центр тяжести, то, соответственно, исходы имеют разные шансы на появление. 

Замечание: если в задаче про монету ничего не говорится, то она предполагается правильной. 

2. Эксперимент: однократное подбрасывание игральной кости, наблюдаем число очков выпавших на верхней грани. 
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Если  игральная  кость правильная, т.е. у неё везде одинаковая плотность и несмещённый центр тяжести, то все грани  имеют равные шансы на появление. Если у кости смещён центр тяжести, то, соответственно, исходы имеют разные шансы на появление. 

Замечание: если в задаче про игральную кость  ничего не говорится, то она предполагается правильной. 

3. Эксперимент: однократное подбрасывание двух монет. 

Замечание: Если монеты одинаковы, то исходы РГ и ГР визуально неразличимы. Можно пометить одну из монет краской и тогда они будут визуально различаться. 
Модель можно строить по-разному : 
либо мы различаем исходы  РГ, ГР и тогда у нас получается 4 вар-та  
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В этом случае, если обе монеты правильные,  все варианты имеют равные шансы на появление.

либо мы не различаем варианты  РГ и ГР и тогда у нас получается 3 вар-та. 
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В этом случае, если обе монеты правильные, вариант РГ имеет больший шанс на появление, чем варианты ГГ и РР, т.к. он реализуется двумя способами: герб на первой монете и решка на второй и наоборот. 

В этом случае 
4. Эксперимент: n-кратное  подбрасывание монеты (n>=2).
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Как получается такое число вариантов: при каждом подбрасывании возможно два вар-та решка или герб, тогда при n подбрасываниях будет 
[image: image39.wmf]n
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 вариантов (почему это так объясняет наука о количестве вариантов, которая называется комбинаторика). Если n=2, то получается 4 вар-та: ГГ, РР, РГ, ГР. Видно, что это совпадает со случаем одновременного подбрасывания 2 монет, когда мы различаем варианты РГ и РГ.  Если n=3, то получается 8 вариантов и т.д. Например, если n=40,  то получается  1099511627776 вариантов. Это очень большое, но всё равно конечное число вариантов. Если монета правильная, то все варианты имеют равные шансы на появление. 
5. Эксперимент: случайный выбор одного шара из урны содержащей 4 чёрных и 6 белых шаров.

Модель, как и в предыдущем случае,  также можно строить по-разному : 

1 вариант 
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В этом случае варианты имеют разные шансы на появление, т.к. белых шаров больше, чем чёрных

2 вариант мы как бы мысленно перенумеровываем шары  и тогда т.к. их всего 10 , то 
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В этом случае все варианты имеют равные шансы на появление, т.к. выбор у нас случайный  и каждый из шаров как самостоятельная единица имеет равные шансы на появление. 

6. Эксперимент: случайный выбор из группы студентов, состоящей из 20 человек, 5 человек для поездки на конференцию. Результат эксперимента: конкретная пятёрка. При выборе нам важен только состав, т.е. не важно кого мы выбрали первого, а кого второго и т.д. При этом
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 (столько «пятёрок» различных по составу можно получить из 20 человек) 
[image: image47.wmf]n

......

3

2

1

!

n

×

×

×

=

 (факториал)
Ответ на этот вопрос опять даёт наука комбинаторика.

(
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Все  15504 варианта имеют равные шансы на появлении, т.к. выбор случаен. 

7. Эксперимент: случайный выбор из группы студентов, состоящей из 20 человек, 5 человек для премирования премиями различными по сумме.  Результат эксперимента: конкретная упорядоченная пятёрка. При выборе нам важен не только состав, но и порядок выбора, т.к. от того каким человек выбран зависит размер премии.
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1860480 (столько упорядоченных различных «пятёрок» можно получить из 20 человек).   
Ответ на этот вопрос опять даёт наука комбинаторика.
(
[image: image50.wmf]).
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Все  1860480 вариантов имеют равные шансы на появлении, т.к. выбор случаен. 

Понятно, что упорядоченных «пятёрок»  будет больше, чем не упорядоченных, т.к. при одном и том же составе может быть несколько вариантов порядка: в данном случае в каждом составе из 5 человек возможно 120 различных вариантов порядка.
Примеры дискретных счётных  пространств элементарных исходов:
Напомним, что счётным называется множество, элементы которого можно занумеровать. В случае счётного пространства элементарных исходов исходы не могут иметь равных шансов на появление. 
1. Эксперимент: подбрасывание монеты до первого выпадения герба и подсчёт количество бросаний. 

Мы не можем точно сказать, когда появиться герб:  при первом, при втором или при 21-ом бросании. Однако мы можем упорядочить все возможные исходы:
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. Мы не можем указать 
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 как в случае дискретных конечных пространств, но мы можем любому исходу приписать номер по номеру бросания, в котором выпал герб. Так, например, исход РРРРРРРРРРРРРРРРРРРРГ будет иметь номер 21 (до герба было 20 решек).  Ясно, что все варианты не будут иметь равные шансы на появление. При правильной монете шанс появления исхода Г равен 0.5, шанс появления исхода РГ равен 0.25, шанс появления исхода РРГ равен 0.125, шанс появления герба на 21 месте равен  0.0000004768 и т.д. Для неправильной монеты также количественно можно оценить шансы для каждого из исходов данного эксперимента, для этого надо знать шанс появления герба при одном бросании. Его можно определить с помощью следующего статистического  эксперимента: например подбрасываем неправильную монету 100 раз и у нас 40 раз появился герб. Тогда шанс появления герба при одном бросании равен 40/100=0.4 (у правильной монеты 0.5).
2. Эксперимент: подбрасывание игральной кости до первого выпадения «6» и подсчёт количества бросаний.
Мы не можем точно сказать, когда появиться «6»:  при первом, при втором или при 21-ом бросании. Однако мы можем упорядочить все возможные исходы:
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. * -означает любой вариант, кроме 6. 
Занумеровать элементарные исходы можно по номеру бросания, в котором выпала 6

Примеры непрерывных   пространств элементарных исходов:
1. Эксперимент: приход человека в метро и замер времени ожидания им поезда (случайность заключается в моменте прихода).

         Предположим, что поезда в метро следуют с интервалом T (T зависит от времени суток, это время м/у уходом предыдущего и приходом следующего поезда). В случайный момент времени вы появляетесь на платформе. Ваше время ожидания может попасть в диапазон 
[image: image54.wmf][
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. 0 соответствует тому, что вы застали поезд, T соответствует тому, что перед вашим носом захлопнулись двери. Следовательно 
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 -отрезок. Все точки с отрезка нельзя не пересчитать, не перенумеровать. В этом состоит его непрерывная структура и, следовательно, в данном эксперименте непрерывное пространство элементарных исходов.   
2. Эксперимент: двое человек назначают встречу в определённом месте межу 12 и 13 часами, и каждый из них может  прийти в рамках этого времени в любой случайный момент. Отслеживаем моменты их прихода. Каждый вариант прихода 2 –ух человек – это точка из квадрата со стороной 60 (т.к. в часе 60 минут). 
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 (первый может прийти в 12 часов x минут, второй в 12 часов y минут). Все точки из квадрата нельзя не пересчитать, не перенумеровать. В этом состоит его непрерывная структура и, следовательно, в данном эксперименте непрерывное пространство элементарных исходов.   

Мы привели пример одномерного (отрезок)   и двумерного (квадрат) пространства элементарных исходов. Можно привести пример и трёхмерного и многомерного непрерывных пространств элементарных исходов.   
События и операции над ними:
Определение 1.2 
Любой набор элементарных исходов называют событием. События обозначаются большими латинскими буквами A,B,C или буквами с индексами A1,A2,A3  и т.д.
Часто используется следующая терминология: говорят, что произошло (или наступило) событие А, если в результате опыта появился какой-либо из элементарных исходов
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Примеры событий 

Вернёмся к эксперименту, состоящему в подбрасывании игральной кости. Рассмотрим следующие события:
A={выпадение чётного числа очков}

В={выпадение нечётного числа очков}

C={выпадение числа очков кратного 3}

Тогда, согласно введённым ранее обозначениям, 
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Определение 1.3
Событие, состоящее из всех элементарных исходов, т.е. событие, которое обязательно происходит в данном опыте, называют достоверным.  Его обозначают 
[image: image61.wmf]W

 также как и пространство  элементарных исходов. 

Пример достоверного события: при бросании игральной кости выпадает не больше 6 очков или при бросании игральной кости выпадёт хотя бы одно очко.
Определение 1.4

Событие, не содержащее ни одного элементарного исхода, т.е. событие, которое никогда не  происходит в данном опыте, называют невозможным.  Его обозначают символом  (. 

Пример невозможного события: при бросании двух игральных костей сумма выпавших очков будет равна 20.
Операции над событиями:
1. Произведение (пересечение) событий 
[image: image62.wmf]AB
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 (соответствует союзу «И»).
2. Сумма (объединение) событий 
[image: image63.wmf]B
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(соответствует союзу «ИЛИ» или 
фразе произошло хотя бы одно из событий А или В).
3. Разность событий 
[image: image64.wmf]B
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 (входят все э.и., которые входят в событие A, но при этом не входят в событие B).
4. Дополнением события A называют событие 
[image: image65.wmf]A

 происходящее тогда и только тогда, когда не происходит событие A.
       Определение 1.5 События А и В называют несовместными, если их пересечением является невозможное событии, т.е. AB=(.
Приоритеты операций над событиями:
Пример задачи на операции над событиями:

По мишени производят три выстрела. Рассмотрим события


[image: image66.wmf]=
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{Попадание при i-ом выстреле}, i=1..3
Выразить с помощью теоретико-множественных операций через события Ai следующие события:

А={три попадания}=
[image: image67.wmf]3
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B={три промаха}=
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C={хотя бы одно попадание}=
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D={хотя бы один промах}=
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E={не менее двух попаданий}=
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F={не больше одного попадания}=
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G={попадание в мишень не раньше, чем при третьем выстреле}=
[image: image79.wmf]2
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Идея: дальше будут задачи такого типа:  вероятности событий 
[image: image80.wmf]i
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 даны и требуется, зная эти вероятности, найти вероятности событий A, B, C, D, E, F, G.
Рассмотрим ещё один пример задачи на операции над событиями:
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Если в этой задаче определить как
A={схема не откажет}
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={i-ый элемент не откажет}, i=1..6, то
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На картинках изображено: а). пересечение (произведение), б). несовместные события в).объединение (сумма), г). разность,  д). дополнение, е). включение. Эти картинки называются диаграммы Венна. – см след стр.
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