- 9 - РГТУИТП Теория вероятностей занятие № 2


ПОНЯТИЕ ВЕРОЯТНОСТИ 

Для количественного сравнения шансов наступления событий вводится понятие вероятности. 
Определение 2.1 Пусть каждому событию A поставлено в соответствие число P(A). Числовую функцию P называют вероятностью или вероятностной мерой, если она удовлетворяет следующим аксиомам:

Аксиома неотрицательности 
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Аксиома нормированности
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Аксиома сложения (расширенная) Для любых попарно несовместных событий 
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Вероятность удовлетворяет следующим свойствам:
1. 
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 -вероятность противоположного события
2. P{(}=0 –вероятность невозможного события 

3.
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Аксиоматическое определение вероятности  ввёл российский учёный Колмогоров. 
Расчёт вероятностей для различных типов ПЭИ  (классификация ПЭИ приведена в занятии № 1)
Теперь разберёмся, как определяется вероятность событий для конкретных типов ПЭИ. Ясно, что все формулы будут удовлетворять аксиомам вероятности. Исторически формула классической вероятности возникла раньше других. 

Для дискретных конечных пространств  элементарных исходов в случае, когда исходы равновозможны,  расчёт вероятностей событий производится по формуле:
[image: image7.wmf]W

=

A

)

A

(

P

     (2.1) формула классической вероятности (
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 -число элементарных исходов, входящих в 
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, 
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-число элементарных исходов, входящих в событие A)
Проверим, что формула (2.1) для расчёта вероятностей удовлетворяет аксиомам:
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 -аксиома неотрицательности
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  -аксиома нормированности

P(A+B)=
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 - аксиома сложения для несовместных событий 
Примеры:  
Пример 1.  Пусть подбрасывается игральная кость. Найти вероятность того, что выпадет чётное число очков. 

Пространство элементарных исходов конечно и все элементарные исходы равновозможны, т.к. кость предполагается правильной. Следовательно, по формуле классической вероятности имеем
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       Пример 2. Эксперимент: случайный выбор одного шара из урны содержащей 4 чёрных и 6 белых шаров. Найти вероятность того, что выбранный шар будет белым. 
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В этом случае все варианты имеют равные шансы на появление, т.к. выбор у нас случайный  и каждый из шаров как самостоятельная единица имеет равные шансы на появление. 

По формуле классической вероятности получаем:
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Пример 3.  Эксперимент: случайный выбор из группы студентов, состоящей из 20 человек, 5 человек для поездки на конференцию. Результат эксперимента: конкретная пятёрка. При выборе нам важен только состав, т.е. не важно кого мы выбрали первого, а кого второго и т.д. При этом


[image: image20.wmf]15504

)!

5

20

(

!

5

!

20

С

5

20

=

-

×

=

=

W

 (столько «пятёрок» различных по составу можно получить из 20 человек) 
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 (факториал)
Найти вероятность того, что поедет конкретный человек, конкретная пара и конкретная пятёрка. 

Расчёт производится по формуле классической вероятности, т.к. все пятёрки при случайном выборе имеют равные шансы на появление
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Допустим, что из 20 человек 15 девушек и 5 юношей и требуется найти вероятность того, что поедут 3 девушки и 2 юноши.
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 вероятность того, что поедут 3 девушки и 2 юноши 
Пример 4. (анекдот про женскую логику - ошибочное использование формулы классической вероятности !!!).

Задают вопрос мужчине:  какова вероятность того, что вы выйдите на улицу и встретите динозавра. Ответ : 0,000000000001

Тот же вопрос задают женщине. Ответ: 0.5 

Почему? Ответ: либо встречу, либо нет. 
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. Формула классической вероятности применена неверно, действительно может произойти один вариант из двух, но они неравновозможны. 
 Пример 5. 

Подбрасывают две игральные кости. Найти вероятность того, что сумма выпавших очков будет равна 7. 
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 (При таком построении все варианты равновозможны, кости предполагаются правильными).
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Неверное рассуждение: если кости одинаковы, то визуально исходы (1,6) и (6, 1) неразличимы ит.д. Будем считать их как один исход. Тогда 
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Вроде бы одна задача, а два разных ответа. Ошибочен второй вариант. Объединенные исходы будут возникать чаще, чем исходы (1,1), (2,2) и т.д. Следовательно, в построенной нами модели исходы не являются равновозможными и расчет по формуле классической вероятности производить нельзя. 

Основная трудность при расчете по формуле классической вероятности заключается в подсчёте общего числа элементарных исходов и числа исходов, входящих в событие A. Основную помощь в этом подсчёте могут оказать формулы комбинаторики, т.к. вручную варианты считать очень сложно. 
Для дискретных конечных пространств  элементарных исходов в случае, когда исходы неравновозможны,  расчёт вероятностей событий производится по формуле:
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 (сумма конечного числа слагаемых) (2.2)
Пример: Пусть подбрасывается игральная кость со смещённым центром тяжести. Найти вероятность того, что выпадет чётное число очков. 
Т.к. центр тяжести у кости смещён, то для неё задаётся набор чисел [image: image41.wmf]6
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, которые отражают количественно шансы на появление каждой из граней. Эти числа неравны друг другу. По формуле классической вероятности считать нельзя, т.к. хотя число элементарных исходов конечно, но они не являются равновозможными. Следовательно, 
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Замечание: набор чисел [image: image44.wmf]6
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 получаем из статистики, проводя эксперимент и вычисляя наблюдённые частоты. 
Для дискретных счётных пространств  элементарных исходов расчёт вероятностей событий производится по формуле:
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 (может быть сумма ряда, т.е. бесконечная сумма )
                                                                                                                                        (2.3)

Пример:
Монета подбрасывается до первого выпадения орла. Найти вероятность того, что потребуется чётное число подбрасываний.
Для этого эксперимента пространство элементарных исходов является счётным.
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 - орёл впервые появился при k-ом бросании
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 в случае правильной монеты


[image: image50.wmf]p
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 в случае монеты со смещённым центром тяжести (q – вероятность выпадения решки при одном бросании, p – вероятность выпадения решки при одном бросании, p+q=1)
Расчёт для правильной монеты: 
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(Использовали  правило для суммы геометрической прогрессии 
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Для непрерывных  пространств  элементарных исходов в случае, когда  

1.  Топологическая мера пространства 
[image: image55.wmf]W

  конечна (
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2. Вероятность попадания в подобласть A зависит только от её топологической меры  и не зависит от расположения и формы,   расчёт вероятностей событий производится по формуле:
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  (формула геометрической вероятности)   (2.4)
Под топологической мерой пространства понимается длина, площадь или объём. 
Формула геометрической вероятности – аналог формулы классической вероятности в непрерывном случае.
ПРИМЕР (задача о встрече)

Двое договариваются о встрече между 12 и 13 часами в определённом месте. Каждый может прийти в любой случайный момент  в течение  этого интервала времени. Первый ждёт второго после своего прихода 15 минут и второй первого также 15 минут. Найти вероятность их встречи.
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(первый может прийти в 12 часов x минут, второй в 12 часов y минут). 
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 -если точка, соответствующая  моментам прихода обоих попадёт  в полосу, то они встретятся. 
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Событию A соответствует область между двумя прямыми 
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 (уравнения прямых получаются после раскрытия модуля, геометрически область соответствует решениям неравенства 
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Т.к. 
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 - двумерно, то в качестве 
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 будет выступать площадь. Т.к. 
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 -квадрат, то область ограничена и, следовательно, её площадь конечна. Т.к. оба встречающихся приходят наудачу в течении данного часа, то никакие точки квадрата не имеют преимущества перед другими. 
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Следовательно, по формуле геометрической вероятности имеем:
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 (или 44 %)
Для непрерывных  пространств  элементарных исходов в случае, когда  

1. топологическая мера пространства бесконечна  

     или 


2. Вероятность попадания в подобласть A  зависит от её расположения и формы,   расчёт вероятностей событий производится с использованием интегрирования 

ПРИМЕР (для одномерных пространств) 

В качестве 
[image: image69.wmf]W

 вступает прямая  R. На множестве R задана кривая, называемая в дальнейшем плотность  вероятности (пример такой кривой показан на рисунке ниже). Высота этой кривой отражает шансы появления значений из мн-ва R при проведении данного эксперимента.  Чтобы подсчитать шансы появления значений из определенного интервала надо проинтегрировать плотность по данному интервалу (см. расчёты под рисунком). 
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Замечание
В случае двумерных непрерывных пространств плотность является функцией двух переменных и для расчёта вероятностей попадания в подобласти 
[image: image73.wmf]W

 используются двойные интегралы.

В случае трёхмерных  непрерывных пространств плотность является функцией трёх переменных и для расчёта вероятностей попадания в подобласти 
[image: image74.wmf]W

 используются тройные интегралы.

Все формулы для расчёта вероятностей удовлетворяют изложенным в начале лекции аксиомам. Мы сделали проверку только для формулы классической вероятности.

ВЕРОЯТНОСТНОЕ ПРОСТРАНСТВО 

Тройка объектов 
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 - называется вероятностным пространством, напомним, что  
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Для каждого конкретного эксперимента эта тройка наполняется конкретным содержанием и является математической моделью эксперимента.
Пример: однократное подбрасывание правильной игральной кости. Наблюдаем число очков, выпавших на верхней грани. 
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 - пространство элементарных исходов дискретно и конечно Т.к. кость правильная, то все элементарные исходы равновозможны. Следовательно, расчёт вероятностей будет происходить по  формуле классической вероятности 
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 содержит 
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 элемента (столько подмножеств у множества, состоящего из 6 элементов).
Остановимся подробнее на решении задач на формулу классической вероятности.  Выше упоминалось, что для их решения 
ЭЛЕМЕНТЫ  КОМБИНАТОРИКИ 

Основные формулы комбинаторики:

1. Обобщённое правило умножения

2. Размещения

3. Сочетания

4. Перестановки

5. Перестановки с повторениями.

6. Размещения с повторениями.

Обобщённое правило умножения:
Пусть нужно совершить m независимых действий причём первое действие можно совершить 
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 способами, второе - 
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 способами и т.д. …. m-ое действие 
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 способами. Тогда всю последовательность действий можно осуществить 
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Перестановки.
Перестановкой из n элементов называется любой упорядоченный набор из этих элементов. 
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Объяснение: первый элемент можно выбрать n способами, второй – n-1 и т.д. последний элемент – одним способом, а перемножаются они исходя из правила обобщённого умножения. 

Размещения. 

Размещением из n по m называется любой упорядоченный набор из m элементов выбранных случайным образом из генеральной совокупности, содержащей n элементов (m<=n).
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 - число размещений из n элементов по m (число вариантов такого упорядоченного выбора).
Объяснение: первый элемент можно выбрать n способами, второй – n-1 и т.д. , а перемножаются они исходя из правила обобщённого умножения. 
Сочетания.

Сочетанием из n по m называется любой неупорядоченный набор из m элементов выбранных случайным образом из генеральной совокупности, содержащей n элементов.

Сочетания и размещения связаны следующим образом:
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 (на каждый состав из m элементов мы имеем m! упорядоченных наборов). Таким образом,
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 число сочетаний из n элементов по m (число вариантов такого не упорядоченного выбора).

Размещения с повторениями
Размещением из n по m c повторениями называется любой упорядоченный набор из m элементов выбранных случайным образом из генеральной совокупности, содержащей n элементов, если выбор производится с возвращением. 
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 число размещений с повторениями из n элементов по m (число вариантов такого упорядоченного выбора).
Объяснение: первый элемент можно выбрать n способами, второй – n и т.д. , а перемножаются они исходя из правила обобщённого умножения. 
Перестановки с  повторениями
Пусть имеются n элементов , причём среди них есть одинаковые (
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, ni –численности групп одинаковых элементов). Тогда число перестановок из этих элементов вычисляется по формуле:
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Знаменатель указывает на то, что при перестановке одинаковых элементов между собой сама перестановка не меняется.
Решение задач на формулу классической вероятности с использованием элементов комбинаторики:
Задача 1. (на размещения) Из 6 карточек, образующих слово мастер наудачу выбирают 4 и выкладывают слева направо. 

1.Найти вероятность того,  что в результате выкладывания получится слово «тема».
2. Найти вероятность того, что получится «слово» оканчивающееся на букву «а».

3. Найти вероятность того, что получится «слово» начинающееся на «м» и оканчивающееся на «а».

Под «словом» понимается любой упорядоченный набор букв.  
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Задача 2.(на сочетания) Из колоды в 52 карты выбирается 3 случайным образом . Найти вероятность того, что 

1. Это будут тройка, семёрка и туз пиковые.

2. Это будут тройка, семёрка, туз.  
Решение: 


[image: image94.wmf]3

52

C

1

)

A

(

P

=

   
[image: image95.wmf]3

52

1

4

1

4

1

4

C

C

C

C

)

B

(

P

×

×

=


Задача 3. (на перестановки) Группа из 8 человек случайным образом рассаживается за круглый стол. Найти вероятность того, что при этом 2 определённых человека окажутся сидящими рядом. 

Решение:
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Можно рассуждать так: количество вариантов для второго человека не зависит от того куда сел первый за счёт того, что стол круглый. Пусть первый человек размещён: тогда у второго всего вариантов 7, а благоприятных (рядом с первым) – 2. 
Задача 4. (на размещения)
Из колоды в 52 карты выбирается 3 карты случайным образом и выкладываются в порядке изъятия . Найти вероятность того, что 

Решение:

1. Карты пойдут в следующем порядке: тройка пик, семёрка пик, туз пик.

 2. Карты пойдут в следующем порядке: тройка любая, семёрка любая, туз любой.
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Задача 5. (на размещения с повторениями + на перестановки с повторениями)
Из цифр 1,2,3 случайным образом составляют шестизначное число. Требуется найти вероятность того, что в этом числе цифра 1 будет встречаться один раз, цифра 2- два раза, цифра 3 – 3 раза. 
Решение:
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          Задача 6. (на сочетания)

Колоду из 52 карт случайным образом делят пополам. Найти вероятность того, что в каждой половине окажется по 2 туза.

Решение:
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Задача 7. (на сочетания)
Некто купил карточку лотереи «6 из 49» и отметил в ней 6 из имеющихся 49 номеров. В тираже разыгрывается 6 выигрышных номеров.  Найти вероятность того, что будет угадано i номеров? 
 i =3..6. 
Решение:
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  (i=3 – 0.018, i=4 – 0.00097, i=5 - 
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