Схема Бернулли (или биномиальная схема)

Испытания Бернулли –это независимые испытания, в каждом из которых мы различаем 2 исхода, которые условно называем успех и неудача. 

p-вероятность успеха

q –вероятность неудачи
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Вероятность успеха не меняется от опыта к опыту
Результат предыдущего испытания не влияет на следующие испытания.

Проведение описанных выше испытаний называется схемой Бернулли или биномиальной  схемой. 

Примеры испытаний Бернулли:

1. Подбрасывание монеты

Успех –герб

Неудача-решка
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случай неправильной монеты

p и q не меняются от опыта к опыту , если в процессе проведения опыта мы не меняем монету

2. Подбрасывание игральной кости 

Успех- выпадение «6»

Неудача –всё остальное 
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 - случай правильной игральной кости 
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- случай неправильной игральной кости

p и q не меняются от опыта к опыту , если в процессе проведения опыта мы не меняем игральную кость 

3. Стрельба стрелка по мишени

Успех- попадание

Неудача – промах

p =0.1 (стрелок попадает в одном выстреле из 10)

q=0.9

p и q не меняются от опыта к опыту , если в процессе проведения опыта мы не меняем стрелка

Формула Бернулли.

Пусть проводится n испытаний Бернулли c вероятностью успеха p. Рассмотрим события 
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{в n испытаниях Бернулли с вероятностью успеха p произойдёт m успехов},
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 -для вероятностей таких событий существует стандартное обозначение 


[image: image9.wmf]n

m

p

q

q

p

C

m

P

m

n

m

m

n

n

,

0

,

1

,

)

(

=

-

=

=

-

           <-Формула Бернулли для расчёта вероятностей 
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Следствия формулы Бернулли:

Следствие 1:   
Пусть проводится n испытаний Бернулли c вероятностью успеха p. Рассмотрим события 

A(m1,m2)={число успехов в n испытаниях Бернулли будет заключено в диапазоне [m1;m2]}
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Следствие 2

Пусть проводится n испытаний Бернулли c вероятностью успеха p. Рассмотрим событие

A={ в n испытаниях Бернулли произойдёт хотя бы 1 успех}


[image: image12.wmf]n

q

A

P

A

P

-

=

-

=

1

)

(

1

}

{


Задача (на формулу Бернулли и следствия к ней)

Правильную монету подбрасывают 10 раз. Найти вероятности следующих событий:

A={герб выпадет ровно 5 раз}

B={герб выпадет не более 5 раз}

C={герб выпадет хотя бы 1 раз}

Решение:

Переформулируем задачу в терминах испытаний Бернулли:

n=10 число испытаний
успех- герб

p=0.5 –вероятность успеха

q=1-p=0.5 –вероятность неудачи

Для расчёта вероятности события A используем формулу Бернулли:
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Для расчёта вероятности события В используем следствие 1 к формуле Бернулли:
m1=0

m2=5
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Для расчёта вероятности события С используем следствие 2 к формуле Бернулли:
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Схема Бернулли. Расчёт по приближённым формулам.

Таблица (Рекомендации по применению приближённых формул) 

	Формула 
	Формула Пуассона
	Формула Муавра-Лапласа
	Качество

оценки

	n<10
	
[image: image17.wmf]2

£

l


	
[image: image18.wmf]2

>

l


	оценки грубы

	10
[image: image19.wmf]20

£

£

n


	
[image: image20.wmf]3

£

l


	
[image: image21.wmf]3

>

l


	используются для грубых прикидочных 

расчётов

	20
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	используются для прикладных

инженерных расчётов

	100
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	используются для любых инженерных расчётов

	n>1000
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	очень хорошее качество оценок


Приближённые формулы см. учебник Бочарова Печинкина (Изд-во 1998)

Стр. 57- (формула Пуассона)

Стр. 58-(локальная формула Муавра-Лапласа)

Стр. 59- (интегральная формула Муавра-Лапласа)

Замечание: формула Пуассона для диапазона получается суммированием слагаемых для обычной формулы Пуассона по диапазону 

Расчёт по формуле Пуассона. 

Задача (формула Пуассона).

Условие:  

Вероятность искажения одного символа при передаче сообщения по линии связи равна 0.001. Сообщение считают принятым, если в нём отсутствуют искажения. Найти вероятность того, что будет принято сообщение, состоящее из 20 слов по 100 символов каждое.

Решение:

Обозначим через А событие вероятность которого требуется найти в задаче. 

Переформулируем задачу в терминах схемы Бернулли
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 успех: символ не искажается 
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 (Вопрос задачи в терминах схемы Бернулли)

Вычислим 
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. См. рекомендации по применению приближенных формул (
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): для расчёта нужно  применить формулу Пуассона 
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Вероятности для формулы Пуассона по 
[image: image36.wmf]l

 и m можно найти в таблице (см. учебник Бочаров Печинкин , таблица 1 приложения)

Задача (формула Пуассона для диапазона)

Условие:  

Телефонная станция обслуживает 1000 абонентов. Вероятность того, что в течении минуты какому-либо абоненту понадобится соединение, равна 0,0007. Вычислить вероятность того, что за минуту на телефонную станцию поступит не менее 3 вызовов. 

Решение:

Переформулируем задачу в терминах схемы Бернулли
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 успех: поступление вызова
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] –диапазон, в котором должно лежать число успехов

Вычислим 
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. См. рекомендации по применению приближенных формул (
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): для расчёта нужно  применить формулу Пуассона для диапазона
А={ поступит не менее трёх вызовов}-событие, вероятность которого треб. найти в задаче 
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{поступит менее трёх вызовов} Переходим к доп. событию, т.к. его вероятность подсчитать проще.
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 (расчёт слагаемых см. учебник Бочаров-Печинкин, таблица 1 приложения)

Таким образом,
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Задача (локальная формула Мувра-Лапласа) 

Условие

Вероятность попадания в цель при одном выстреле равна 0.8. Определить вероятность того, что при 400 выстрелах произойдёт ровно 300 попаданий. 

Решение:

Переформулируем задачу в терминах схемы Бернулли

n=400 –число испытаний

m=300 –число успехов

успех- попадание

p=0.8
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 (Вопрос задачи в терминах схемы Бернулли)
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См. рекомендации по применению приближенных формул 
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=> для расчёта нужно  применить локальную формулу Муавра-Лапласа

Предварительный расчёт: 
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Значение функции 
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 можно найти в таблице 2 приложения к учебнику Бочарова-Печинкина. Там содержатся значения только для 
[image: image53.wmf]0

³

x

. Но функция 
[image: image54.wmf])

(

x

j

-чётная, т.е. 
[image: image55.wmf])

(

)

(

x

x

j

j

=

-

.

Если 
[image: image56.wmf]5

>

x

, то полагают 
[image: image57.wmf]0

)

(

»

x

j


Задача (интегральная формула Мувра-Лапласа) 

Найти вероятность того, при 600 подбрасываниях  игральной кости выпадет от 90 до 120 шестёрок.

Переформулируем задачу в терминах схемы Бернулли

n=600 –число испытаний

успех – выпадение 6

p=1/6  -кость предполагается правильной 

[90,120]-диапазон для числа успехов 

q=5/6
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См. рекомендации по применению приближенных формул 
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=> для расчёта нужно  применить  интегральную формулу Муавра-Лапласа

Предварительный расчёт: 
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Обозначим через  A –событие, о котором спрашивается в задаче
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Значение функции 
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 можно найти в таблице 3 приложения к учебнику Бочарова-Печинкина. Там содержатся значения только для 
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ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ СХЕМА

Проводим независимые испытания, в каждом из которых мы различаем m  вариантов. 

p1 – вероятность получить первый вариант при одном испытании 

p2 – вероятность получить второй вариант при одном испытании 

…………..

pm – вероятность получить m-ый  вариант при одном испытании 
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p1, p2, …………….., pm не меняются от опыта к опыту

Последовательность описанных выше испытаний называется полиномиальной схемой. 

(при m=2 полиномиальная схема превращается в биномиальную), т.е. изложенная выше биномиальная схема –это частный случай более общей схемы, называемой полиномиальной ). 

Рассмотрим  следующие события 

А(n1,n2,….,nm)={ в n  испытаниях описанных выше n1 раз появился вариант 1, n2 раз появился вариант 2, ….., и т. д. , nm раз появился вариант m}

Формула для расчёта вероятностей по полиномиальной схеме 
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Задача на полиномиальную схему

Условие 

Игральную кость бросают 10 раз. Требуется найти вероятность того, что «6» выпадет 2 раза, а «5» выпадет 3 раза. 

Решение:

Обозначим через А событие вероятность которого требуется найти в задаче. 

Переформулируем задачу в терминах полиномиальной схемы:

n=10 –число испытаний 

m=3 –  число вариантов, которые мы различаем в каждом испытании

1 вариант-выпадение 6

p1=1/6      n1=2

2 вариант-выпадение 5

p2=1/6      n2=3

3 вариант-выпадение любой грани, кроме 5 и 6

p3=4/6      n3=5

P(2,3,5)-? (вероятность события, о котором говорится в условии задачи)

Проведём расчёт по формуле для полиномиальной схемы:
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Задача на полиномиальную схему

Условие

Найти вероятность того, что среди 10 случайным образом выбранных человек у четырёх дни рождения будут в первом квартале,  у трёх – во втором, у двух – в третьем и у одного – в четвёртом. 

Решение:

Обозначим через А событие вероятность которого требуется найти в задаче. 

Переформулируем задачу в терминах полиномиальной схемы:

n=10 –число испытаний =числу людей 

m=4 –  число вариантов, которые мы различаем в каждом испытании

1 вариант-рождение в 1 квартале

 p1=1/4      n1=4

2 вариант-рождение во 2 квартале 

p2=1/4     n2=3

3 вариант- рождение в 3 квартале 

 p3=1/4      n3=2

4 вариант- рождение в 4 квартале 

p4=1/4      n4=1

P(4,3,2,1)-? (вероятность события, о котором говорится в условии задачи)

Предполагаем, что вероятность родиться в любом квартале одинакова и равна 1/4. Проведём расчёт по формуле для полиномиальной схемы:
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Задача на полиномиальную схему

Условие  

В урне 30 шаров : 10 белых, 5 зелёных, 8 синих и 7 жёлтых (шары различа​ются только цветом). Из урны случайным образом выбирают 10 шаров с возвращением. Найти вероятность того, что среди выбранных шаров будет:3 белых, 2 зелёных, 4 синих и 1 жёлтый. 

Решение:

Обозначим через А событие вероятность которого требуется найти в задаче. 

Переформулируем задачу в терминах полиномиальной схемы:

n=10 –число испытаний = числу выбранных шаров

 m=4 –  число вариантов, которые мы различаем в каждом испытании

1 вариант- выбор белого шара

 p1=1/3 n1=3

2 вариант- выбор зелёного шара 

p2=1/6     n2=2

3 вариант- выбор синего шара

p3=4/15      n3=4

4 вариант- выбор жёлтого шара

p4=7/30      n4=1

P(3,2,4,1)-? (вероятность события, о котором говорится в условии задачи)

p1, p2, p3, p4 не меняются от опыта к опыту так как выбор производится с возвращением

Проведём расчёт по формуле для полиномиальной схемы:
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