Непрерывные случайные величины


Непрерывные случайные величины:

Нужно знать следующие непрерывные распределения (см. учебник Бочаров. Печинкин):

· Нормальное распределение с параметрами 
[image: image163.wmf]1
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 и 
[image: image2.wmf]s

( знать плотность, функцию распределения, ограничения на параметры, какое распределение наз. стандартно нормальным, как связана нормальная величина с произвольными параметрами и стандартно нормальная с.в., как рассчитать вероятность попадания нормально распределённой случайной величины с параметрами 
[image: image3.wmf]m

 и 
[image: image4.wmf]s

в интервал, используя таблицы для функции Лапласа).
· Экспоненциальное распределение с параметром 
[image: image5.wmf]l

(знать  функцию распределения , плотность, ограничения на параметры, св-во отсутствия последействия, чему равен период полураспада, уметь по плотности восстановить ф.р. ).
· Равномерное распределение на отрезке 
[image: image6.wmf]]

;

[

b

a

(знать функцию распределения, плотность, уметь по плотности восстановить ф.р.).
· Распределение Вейбулла с параметрами 
[image: image7.wmf]a

 и 
[image: image8.wmf]b

(знать функцию распределения, плотность, ограничения на параметры уметь по плотности восстановить ф.р.).
· Гамма-распределение с параметрами 
[image: image9.wmf]l

 и 
[image: image10.wmf]g

(знать плотность, ограничения на параметры).
Важные замечания:

· У нормального распределения 
[image: image11.wmf]m

 --- параметр расположения, а 
[image: image12.wmf]s

 --- параметр масштаба. Параметра формы у нормального распределения нет. 
Графики плотности нормального распределения 
[image: image13.wmf]2
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[image: image14.wmf]3
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График сплошной соответствует значению 
[image: image15.wmf]3

=

m

, а график пунктирный соответствует значению 
[image: image16.wmf].
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График плотности нормального распределения 
[image: image17.wmf]4
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График сплошной соответствует значению 
[image: image18.wmf]2
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, а график пунктирный соответствует значению 
[image: image19.wmf].
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[image: image20.wmf]10
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Чем больше 
[image: image21.wmf]s

, тем график более растянутый.

Пусть с.в. 
[image: image22.wmf]X

 стандартное нормальное распределение, а 
[image: image23.wmf]Y

 имеет нормальное распределение с параметрами 
[image: image24.wmf]m

и 
[image: image25.wmf]s

. Известно, что


[image: image26.wmf]m
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Соответственно любую с.в. можно преобразовать к стандартно нормальной с помощью следующего преобразования:


[image: image27.wmf]s

m

Y

-

.

Функция распределения для нормального распределения в явном виде не выражается. 

· Экспоненциальное распределение является частным случаем  Гамма-распределения в случае, когда параметр 
[image: image28.wmf]1

=

g

.

· Гамма распределение имеет  параметр формы 
[image: image29.wmf]g

. 
               На картинке изображены графики плотности Гамма-распределения при 3 различных значениях параметра 
[image: image30.wmf]4
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[image: image31.wmf]10
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Задача 1.

Непрерывная случайная величина 
[image: image32.wmf]x

распределена по экспоненциальному закону с параметром 
[image: image33.wmf]2

.

0

=

l

. Найти вероятность попадания этой случайной величины в интервал (0,2).

Решение:  Плотность случайной величины 
[image: image34.wmf]x

 имеет вид:
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[image: image36.wmf]î
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Вероятность попадания в интервал: 

1 способ расчёта


[image: image37.wmf]4
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2 способ расчёта


[image: image38.wmf]4
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Задача 2.

С.в. X имеет нормальное распределение с параметрами 
[image: image39.wmf]2

=

m

 и 
[image: image40.wmf]1

=

s

. Определить вероятность попадания с.в. в интервал (1,5). 

Решение:

При решении будем использовать тот факт, что, если с.в. 
[image: image41.wmf]X

имеет нормальное распределение с параметрами 
[image: image42.wmf]m

 и 
[image: image43.wmf]s

, то случайная величина 
[image: image44.wmf]s

m

X

-

 имеет стандартное  нормальное распределение. Т.е. в нашем случае с.в. 
[image: image45.wmf]2
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X

 имеет стандартно нормальное распределение.
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Задача 3.

Случайная 
величина 
[image: image47.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf]X

 подчинена нормальному закону распределения с 
[image: image49.wmf]0

=

m

.

Вероятность попадания с.в. 
[image: image50.wmf]X

 в интервал 
[image: image51.wmf])
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 равна 0,5. Найти среднее квадратичное отклонение  
[image: image52.wmf]s

.

Решение:
По аналогии с предыдущей задачей с.в. 
[image: image53.wmf]s

s

X

m

X
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 имеет стандартное распределение 

Таким образом,


[image: image54.wmf])
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Известно, что 
[image: image55.wmf]5
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. Отсюда получается уравнение для поиска 
[image: image56.wmf]s

.
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[image: image58.wmf]25
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[image: image59.wmf])
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[image: image60.wmf]67
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[image: image61.wmf]44
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Задача 4. 

Длительность времени 
[image: image62.wmf]X

безотказной работы элемента имеет экспоненциальное распределение с параметром 
[image: image63.wmf]1

02

.

0

-

=

ч

l

.Вычислить вероятность того, что за время 
[image: image64.wmf]ч

t

100

=

элемент а). выйдет из строя; б). не выйдет из строя 

Решение:  


[image: image65.wmf]ч
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 --- это среднее время работы элемента  <-Смысл параметра 
[image: image66.wmf]l


Т.к. 
[image: image67.wmf]X

 имеет экспоненциальное распределение , то её функция распределения выглядит следующим образом:
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 а). Найти вероятность того,  что элемент за 100 часов выйдет из строя, это тоже самое, что найти вероятность того, что время его безотказной работы  меньше 100 часов


[image: image69.wmf]865
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б). Аналогично, то что элемент за 100 часов  не выйдет из строя эквивалентно тому, что время его безотказной работы больше 100 часов. 
[image: image70.wmf]}
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[image: image71.wmf]135
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Задача 5.

 Безотказной работы электрической лампочки имеет распределение Вейбулла с параметрами 
[image: image72.wmf]02

.

0

=

a

и 
[image: image73.wmf]5

.

0

=

b

. Определить вероятность того, что лампочка проработает не менее 1000 часов.

Решение:

Случайная величина распределена по закону Вейбулла, если она имеет имеет плотность:


[image: image74.wmf]=
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 EMBED Equation.3  [image: image75.wmf]ï
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[image: image77.wmf]05
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Интеграл вычисляется с помощью  замены: 
[image: image78.wmf]u

x

=


Можно было вести расчёт через функцию распределения. Функция распределения для распределения Вейбулла :


[image: image79.wmf]05
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Задача 6. 

Время X (в месяцах) безотказной работы некоторой системы имеет гамма-распределение с параметрами 
[image: image80.wmf]3

=

g

 и 
[image: image81.wmf]05

.

0

=

l

. Найти вероятность того, что система проработает не менее 5 лет. 

Решение: 

Смысл параметров 
[image: image82.wmf]l

и 
[image: image83.wmf]g

:
[image: image84.wmf]l

g

 --- среднее время безотказной работы . 
[image: image85.wmf]Для нашей задачи это число равно 60  месяцам.

Сначала переведём 5 лет в месяцы, так как с.в. 
[image: image86.wmf]X

 измеряется в месяцах. 5 лет=60 месяцев. 

Ответ на вопрос задачи: 
[image: image87.wmf]ò
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Задача 7. 

Случайное отклонение размера детали от номинала имеет нормальное распределение с 
[image: image88.wmf]1

=

m

 мм и 
[image: image89.wmf]2

=

s

 мм. Найти:


[image: image90.wmf]
а). Вероятность того, что отклонение детали от номинала будет отрицательным 


[image: image91.wmf]
б). процент деталей, которые будут иметь отклонение от номинала в пределах 
[image: image92.wmf]5

±

мм


[image: image93.wmf]в). верхнюю границу отклонения от номинала, обеспечиваемую с вероятностью 0,9

Решение:

Обозначим через 
[image: image94.wmf]X

 ---- случайное отклонение детали от номинала. Случайная величина 
[image: image95.wmf]X

 имеет нормальное распределение с параметрами 
[image: image96.wmf]1
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 и 
[image: image97.wmf]2
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А). 
[image: image98.wmf]30854

.

0

5

.

0

19146

.

0

)

(

)

5

.

0

(

)

(

)

5

.

0

(

}

2

1

{

}

2

1

0

2

1

2

1

{

}

0

{

}

0

{

0

0

0

0

=

+

-

=

¥

F

+

F

-

=

-¥

F

-

-

F

=

=

-

<

<

-¥

=

-

<

-

<

-

¥

-

=

<

<

-¥

=

<

X

P

X

P

X

P

X

P


(Воспользовались тем фактом, что, если 
[image: image99.wmf]X

 имеет нормальное распределение с параметрами 
[image: image100.wmf]m

 и 
[image: image101.wmf]s

, то случайная величина 
[image: image102.wmf]s

m

X

-

 имеет стандартно нормальное распределение).  Значения 
[image: image103.wmf])
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F

находили по таблице (см. учебник Бочаров,Печинкин Приложения).

Б). сначала вычислим вероятность: 


[image: image104.wmf]9759
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Таким образом, в пределах допуска 
[image: image105.wmf]±

5 мм находится 97, 59% деталей (полученную вероятность перевели в проценты).

В). Для ответа на третий вопрос надо найти такое число 
[image: image106.wmf]+

x

, при котором 
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Поскольку


[image: image108.wmf]9
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Получаем   уравнение для поиска 
[image: image109.wmf]+
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[image: image111.wmf]4
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[image: image112.wmf])
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Задача 8 (типовая задача на непр. с.в.).

С.в. 
[image: image115.wmf]j

 имеет плотность 
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 где 
[image: image117.wmf]a

--- некоторая константа

1). Найти const a

2). Найти функцию распределения

3). Найти вероятности:
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 EMBED Equation.3  [image: image121.wmf]
Константа всегда ищется из условия нормировки, которое в нашем случае выглядит следующим образом:
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График плотности (см. на след стр.):
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Найти функцию распределения с.в. 
[image: image125.wmf]j



 EMBED Equation.3  [image: image126.wmf])
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График функции распределения 
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Для расчёта вероятностей воспользуемся найденной функцией распределения:
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Задача 9 (типичная задача на непр. с.в.)

Случайная величина имеет функцию распределения:
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Найти плотность распределения с.в. 
[image: image135.wmf]x

.

Решение:
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График плотности распределения
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График функции распределения
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Это равномерное распределение на отрезке [1;3]
Задача 10. С.в. 
[image: image140.wmf]x

 задана своей плотностью 
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Найти функцию распределения с.в. 
[image: image142.wmf]x
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Решение:
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Таким образом :
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Задача 11.

С.в. 
[image: image146.wmf]X

имеет нормальное распределение с параметрами 
[image: image147.wmf]m

и 
[image: image148.wmf]s

. Вычислите вероятность попадания с.в. 
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 в интервал 
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Решение:

Используем приём сведения нормальной величины с произвольными параметрами к стандартно нормальной. С.в. 
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 будет иметь стандартно нормальное распределение 
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 EMBED Equation.3  [image: image153.wmf]499971
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Последнее значение вычислено по таблице. 

Задача 12. 

Случайная величина 
[image: image154.wmf]X

распределена по нормальному закону с параметрами 
[image: image155.wmf]m

 и 
[image: image156.wmf]s

. Определите абсциссы точек перегиба кривой плотности распределения.
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Вторая производная от плотности нормального распределения с произв. Параметрами имеет вид:
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[image: image159.wmf]


Если приравнять её нулю и решить полученное уравнение, то можно показать, что точки 

с абсциссами 
[image: image160.wmf]s

±
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  --- это точки перегиба графика нормальной плотности распределения.
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