Функции от случайных величин 


Функции от непрерывных случайных величин

Постановка задачи: 

Дано:  
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 --- произвольная непрерывная случайная величина 
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--- обычная числовая функция 

            Предполагается, что множество значений с.в. 
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 принадлежит области                                             определения  функции 
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Рассмотрим случайную величину 
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Найти распределение с.в. 
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В отличии от дискретной с.в. функция от непрерывной с.в. не всегда будет непрерывной случайной величиной. Всё определяется видом функции 
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 конечно или счётно, то функция от непрерывной случайной величины будет являться дискретной случайной величиной. 

Пример: Дано: 
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 --- произвольная непрерывная случайная величина (
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 определяется следующим образом: 
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Найти распределение с.в. 
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Ясно, что с.в. 
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 будет дискретной, так как будет принимать всего 2 значения 0 и1.  Построим её ряд распределения:
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Расчёт вероятностей: 
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Если множество значений функции 
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 более, чем счётно, то функция от непрерывной с.в. будет непрерывной с.в. 

Дальше будем рассматривать только такие функции.  Здесь возможно 2 случая :
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 -не является монотонной функцией на области, где 
[image: image27.wmf]0

)

(

>

x

p

x

.

Для каждого из этих случаев существует свой подход к решению задач. Рассмотрим их отдельно. 

Монотонный случай

Пусть 
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 , либо её непрерывное подмножество.  Говорят, что плотность с.в. 
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 сосредоточена на V. Предполагается также, что функция 
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Рассмотрим новую с.в. 
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 Это опять будет непрерывная случайная величина. Ставится задача о нахождении её плотности.

Для нахождения её плотности существует формула:
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 область на числовой прямой,  в которую переходит область V, при преобразовании 
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Далее по найденной плотности можно найти функцию распределения 
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 EMBED Equation.3  [image: image41.wmf]).
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 Заметим, что в монотонном случае мы всегда сначала будем искать плотность по формуле (*), а затем по найденной плотности восстанавливать функцию распределения. 
Задача 1. 

Дано: 
[image: image42.wmf]С.в. 
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имеет равномерное распределение на отрезке 
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 --- случайная величина 

Найти : 
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 --- плотность распределения с.в. 
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--- функцию распределения с.в. 
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, используя найденную плотность .

Решение: 

Запишем плотность распределения с.в. 
[image: image51.wmf]x
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Функция 
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Теперь всё готово к записи результата. Руководствуясь выше приведённой формулой (*) , получаем:
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Замечание 
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, т.к. в константу что не подставь, она останется константой .

Теперь, зная 
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Замечание:

Если бы с.в. 
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 имела  равномерное распределение на отрезке 
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от неё вообще нельзя рассматривать, т.к. область сосредоточения исходной плотности 
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Задача 2. 

Дано: 
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имеет равномерное распределение на отрезке 
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 --- случайная величина 

Найти : 
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 --- плотность распределения с.в. 
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--- функцию распределения с.в. 
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, используя найденную плотность .

Решение: 

Запишем плотность распределения с.в. 
[image: image81.wmf]x
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Функция 
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 монотонна на отрезке 
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Теперь всё готово к записи результата. Руководствуясь выше приведённой формулой (*),  получаем:
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Замечание 
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, т.к. в константу что не подставь, она останется константой .

Зная плотность распределения с.в. 
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, можно найти её функцию распределения :
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Замечание:

Если бы с.в. 
[image: image96.wmf]x

 имела  равномерное распределение на отрезке 
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Задача 3.

Дано:

Плотность распределения с.в. 
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 задана следующим образом:
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Рассматриваются случайные величины 
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 являются монотонными на 
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 EMBED Equation.3  [image: image117.wmf]R

 и, следовательно,  на 
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1). Решение для 
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Рассмотрим,  куда переходит отрезок 
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Теперь всё готово к записи результата. Руководствуясь выше приведённой формулой (*) , получаем:
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2). Решение для 
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. Всё  аналогично случаю 1, только будут следующие отличия 
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В остальном решение совпадает с пунктом 1 и полностью не приводится.

Задача 4. 

Дано:

С.в. 
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 имеет нормальное распределение с параметрами 
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Найти распределение с.в 
[image: image140.wmf]h

, т.е. найти 
[image: image141.wmf])

(

x

p

h

.

Решение:

Известно, что


[image: image142.wmf]2

2

2

)

(

2

1

)

(

s

x

s

p

m

x

e

x

p

-

-

=

, 
[image: image143.wmf]R

x

Î


Функция 
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Теперь всё готово к записи результата. Руководствуясь выше приведённой формулой (*) , получаем:
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Из анализа полученной плотности видно, что с.в. 
[image: image151.wmf]h

 имеет нормальное распределение с параметрами 
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Задача 5. 

Пусть с.в. У имеет равномерное распределение на отрезке 
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 является  непрерывной случайной величиной с монотонно возрастающей функцией распределения 
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В роли 
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В роли 
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Теперь всё готово к записи результата. Руководствуясь выше приведённой формулой (*) , получаем:


[image: image171.wmf])

(

))

(

(

1

)

(

/

1

y

p

y

g

y

p

X

X

=

×

=

-

 , 
[image: image172.wmf]U

y

Î

 ч.т.д. 

Вывод : если случайная величина 
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 имеет произвольное непрерывное распределение с ф.р. 
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 имеет равномерное распределение на отрезке 
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Таким образом любую непрерывную случайную величину можно получить из равномерно распределённой с.в. на отрезке 
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. На этом факте основано моделирование непрерывных случайных величин с заданным законом распределения. 

Пример:

Нам   надо получить 100 значений непрерывной случайной величины 
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С помощью датчика случайных чисел получаем 100 значений случайной величины, имеющей равномерное распределение на отрезке 
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Немонотонный случай.

Дано: 
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Найти: распределение с.в. 
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Рассмотрим немонотонный случай на примере конкретных задач:

Задача 6. 

Дано : с.в. 
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Т.к. плотность с.в. 
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Задача 7. 

Дано: Непрерывная с.в. 
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 задана своей плотностью:
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Рассматриваются 2 функции 
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Решение:
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 не может быть применена. Поэтому начнём с нахождения функции распределения. 
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Вычислим отдельно 
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Выражение для последнего интеграла будет зависеть от взаимного расположения отрезка 
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 Последний интервал мы назвали «плавающим», т.к. его положение на оси зависит от значения переменной 
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Рассмотрим все варианты взаимного расположения отрезка 
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 Для каждого варианта надо указать при каких  значении 
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 он возникает. 

Все варианты расположения представлены на следующих рисунках:
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Рассмотрим при каком 
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 получается каждый вариант. Для этого каждый раз надо решать систему неравенств:
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Подробное решение систем не приводится. Если всё сделано верно, то весь диапазон значений 
[image: image267.wmf]y

 (в нашем случае 
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 Это пересечение для каждого из трёх вариантов будет различным (см. рисунки) :
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Теперь  можем окончательно записать 
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2). Для 
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Рассчитаем отдельно 
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Выражение для 2 последних  интегралов будет зависеть от взаимного расположения отрезка 
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 Эти полунтервалы  мы назвали «плавающими», т.ких положение на оси зависит от значения переменной 
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Рассмотрим все варианты взаимного расположения отрезка 
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 Для каждого варианта надо указать при каких  значении 
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 он возникает. 

Все варианты расположения представлены на следующих рисунках:
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Рассмотрим при каком 
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 получается каждый вариант. Для этого каждый раз надо решать систему неравенств:
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Подробное решение систем не приводится. Если всё сделано верно, то весь диапазон значений 
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 (в нашем случае 
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Теперь для каждого из этих вариантов нужно записать значение суммы интегралов 
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2. Пусть 
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3. Пусть 
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Чтобы не вычислять интегралы обозначу выражения как 
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Таким образом,  получаем:


[image: image340.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

>

£

<

-

-

£

<

-

-

£

=

0

,

1

0

4

),

(

4

36

),

(

36

,

0

)

(

y

y

y

y

y

y

y

F

b

a

y


Теперь можем найти 
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Функции от дискретных случайных величин

Пусть 
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--- дискретная случайная величина
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 --- обычная числовая функция.

Предполагается, что мн-во значений с.в. 
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Рассматривается с.в. 
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Ставится задача о нахождении распределения с.в. 
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Функция от дискретной с.в. всегда  будет дискретной случайной величиной (т.к. её мн-во значений не может быть больше, чем мн-во значений с.в. 
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, а мн-во значений с.в. 
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 конечно или счётно).

Решение этой задачи рассмотрим на конкретных примерах. 

Задача 1. 

Дано:

Дискретная с.в. 
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 задана своим рядом распределения:
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С.в. 
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Найти распределение с.в. 
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Решение: С.в. 
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 будет дискретной с.в.  Найти её распределение --- это построить её ряд распределения. 
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Рассчитаем значение функции 
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Таким образом, с.в. 
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 принимает следующие значения :
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Рассчитаем вероятности этих значений:
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Т.е. вероятности при одинаковых значениях с.в. 
[image: image370.wmf]h

 суммируются. 

Ряд распределения с.в. 
[image: image371.wmf]h

 выглядит следующим образом:
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